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i　合理的期待を仮定した非線形フォワード・ルッキング（FL）モデルを解く際に頻繁に使i
i用される手法としてFair　and　Taylor（1983）によるExtended　Path法（EP法）がある。　i
iしかし，この手法が適用できるモデルは確定的なモデルと確実性等価が成立する一部の確率i
i的モデルのみである。そこで，本稿では，EP法を拡張して，それがカバーできないFLモi
iデルについても解けるような手法について紹介する。　　　　　　　　　　　　　　　i
1．はじめに
　合理的期待を仮定した非線形フォワード・ルッキング（FL）モデルを解く際に頻繁に用いら
れる手法として，Fair　and　Taylor（1983）によるExtended　Path法（EP法）がある（1）。確定
的モデルに関して，この手法を簡単に説明するとEP法のアルゴリズムは以下のとおりである。
まずモデルを解くために必要な内生変数の将来値に適当な初期値を外生的に与え，一度モデルを
解く。次に，これによって得られた内生変数の時系列と外生的に与えた内生変数の時系列の値を
比較する。それらが一致すれば，将来値の予測が現実の値と一致したわけだから計算は終了とな
る。そうでなければ，モデルを解くことで得られた内生変数の時系列の値を将来値として外生的
に与えてモデルを解く。この手続きは外生的に与えた内生変数の時系列の値とモデルを解くこと
で得られる内生変数の時系列の値が一致するまで繰り返される。他方，確率的モデルに関しては，
（1）合理的期待を仮定したFLモデルは以下のように表される。　y∈Rκを内生変数ベクトル，そのうちの
　x∈Rtを先決変数ベクトル，　z∈RmをE（z）＝0であるような外生的な確率変数ベクトルとしたとき，
　　　　　　　　　　　f（y，，E，（y，＋1），E‘（yt＋1），＿，E，（y，＋h），Xt，Zt）＝0
　　ここで，f：R”（h＋1）＋t＋m→Rnである。また，　E，（●）はt期までに利用可能な情報集合に基づいた条件
　付期待値とし，0はn次元のゼロベクトルとする。もちろん，実際のモデルにおいて全ての内生変数の
　将来値（の期待値）が必要であるとは限らない。なお，モデルを解くために自身の将来値が明示的に必
　要になるような内生変数はFL変数と呼ばれる。
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そのモデルが以下の意味で確実性等価（certainty　equivalent）ならばEP法は適用できる。す
なわち，注（1）で示したFLモデル，　f（y，，　E∫（y‘＋1），＿，E，（y，＋h），　Xt’Zt）＝0の誘導系を
yt＝g（E，（y，＋1），＿，E，（Yt＋h），　Xt，　Zt）とした場合，この誘導系がzt＝0とした確定的モデルの
誘導系と同じ構造であれば，つまり，確定的モデルの誘導系がy、＝g（y，＋1，．．．，Yt＋h，　rt，0）で
あれば，モデルが確率的でもEP法は利用できる（2）。こうした手法は，繰り返し計算（イタレー
ション）が必要になるため，解き終わるまでに多少の時間を要する。しかしながら，非線形FL
モデルを解く際に比較的簡便な手法であるとして，頻繁に使われている。
　上記のように，EP法は，確定的なFLモデル，あるいは確実性等価が成立するような確率的
FLモデルについては問題なく適用できる。しかし，確率的モデルにおいて確実性等価が成立す
る場合というのは限定的であり，それ故EP法が適用できるモデルの数も限られる。確率的な動
学的最適化の例で言えば，目的関数が2次形式で制約が線形の場合には確実性等価が成立するが，
消費モデルや設備投資モデルで頻繁に使われる目的関数は2次形式でない。従って，確実性等価
でない場合のFLモデルについても解く手法が必要となってくる。このことを解決する手法とし
て，動学的一般均衡モデルを解く際によく使われる未定係数法というものがある③。しかし，こ
の解法を使用するにはモデルは線形でなければならない。従って，非線形モデルは線形近似され
ることになる。もちろん「近似」である以上，場合によってはモデルが持つ非線形的な特性が失
われてしまう可能性があるだろう。
　こうした観点から，非線形（Non－linear）かつ確率的（Stochastic）なFLモデルを，確実性等
価あるいは線形近似という制約なしに，そのまま解いてしまう解法が必要となってくると考えられ
る。そこで，本稿では，上記のような制約なしで非線形確率的FLモデルを解く手法を紹介する。
　本稿の構成は以下のとおりである。まず，第2節で非線形確率的FLモデルを解くアルゴリズ
ムについて解説する。次の節では，この手法を用いた分析例について紹介し，最後に本稿のまと
めを行う。
2．アルゴリズム
　y∈Rkを内生変数ベクトル，そのうちのx∈Rlを先決変数ベクトル，　z∈Rmを外生的な確
率変数ベクトルとする。説明の簡単化のため，モデルを解くのに必要な内生変数の将来値（の期
待値）のタイムホライズンを1（注（1）で示したFLモデルでh＝1）とした以下の確率的FL
モデルを考えよう④。なお，求解期間はt＝1，2，＿，Tとする。
f（y‘，E，（y，＋1），Xt，　Zt）＝0，　t＝1，2，＿，T
（2）　ただし，若干の修正は必要となる。詳しくはFair（2003）を参照されたい。
（3）　詳しくはUhlig（1999）を参照されたい。
（4）任意のタイムホライズンについても，アルゴリズムは容易に拡張され得る。
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　ここで，E，（●）はt期までに利用可能な情報集合，Ω，に基づいた条件付期待値である。特に，
このモデルでは島は状態変数のベクトルと考えられる。すなわち，9，＝［Xt，Zt］である。とい
うのも，経済活動は状態変数から内生変数への写像と解釈できるからである。
　以上の設定の下，上記のモデルを解くアルゴリズムについて説明しよう。
　Step　1：全てのtにおいて，　E‘（y‘＋1）に初期値を与える。この値を便宜上EO（y‘＋11Ω，），
t＝1，．．．，T＋1と呼ぶことにする。また，　Ztを外生的に発生させ，これをアルゴリズムが終了
するまで固定する。ここでは，この値をz∫と呼ぶ。従って，モデルはz∫というヒストリーに基
づいて解かれることになる。
　Step　2：EO（y‘＋11Ω‘）およびz！を使ってモデルを動学的に一度解く。これにより，全てのt
に関して，ytが内生的に得られるので，ηt＝y，－EO（y‘1Ω，－1），　t＝1，。．．，Tを計算する。もし，
η‘が①バイアスが無く，②系列相関も無いといった合理的期待誤差としての特性を持つものな
らば，ここでアルゴリズムは終了し，そのときに得られたytが望ましい解になる（5）。そうでな
ければ次の手順に進む。
　Step　3：このステップでは，条件付期待値をアップデートすることが目的となる。まず最初に，
全てのtに関して，EO（y‘＋l　IΩ，）の下でztを新たに発生させモデルを解く。ここで注意したい
のは，各tにおいてモデルを解くときには，情報集合（状態変数）をt－1までに得られたもの，
それもStep　2で得られたもので固定する必要があるということである。別言すれば，モデルは，
全てのtに関して，Step　2で得られた情報の下で静学的に解かれなければならない。次に，この
手続きをN回繰り返す。説明の便宜上，ここではこのN回の繰り返し計算をType　I　iteration
とする。結果として，全てのtに関し，y‘が1V個内生的に求まる。この値はΩ∫－1に条件付けら
れた内生変数と解釈される。このとき，各Nにおけるytをyf，」＝1，＿，1＞と呼ぶことにする。
次に，（1／N）Σ翼1窃を計算する。これがΩご一1で条件付けられたytの新しい条件付期待値となる。
すなわち，
　　　　　　　　　　　　　　E（yt　IΩ，－1）＝lim（1／ハリΣ砦1〃1　　　　　　　　　　　（1）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N→oo
　説明の便宜のため，この新しい期待値をEl（野∫igt－1）と呼ぶことにする。これが合理的期待
の新しい候補となる。次に，EO（y，1Ω，－1）をEl（y∫IS？、－1）にアップデートしてStep　2に戻る。
この手順はStep　2におけるアルゴリズムの終了条件が満たされるまで続けられる。なお，この
繰り返しをType　Il　iterationとする。
　ここで注意したいのは，上のアルゴリズムにおいて，T期のモデルを解く際に用いる
E（YT＋l　IΩT）が初期値E°（YT＋119．）で固定されてしまっている点である。マのため，上の解法
を適用して得られた解はEO（YT＋11ΩT）に依存してくる可能性がある。従って，　E°（YT＋11ΩT）
（5）①については以下のように検定される。まず，ηtを定数項に回帰する。このとき，定数項のt統計量
　が有意にゼロと異ならないならば，ηtは偏りがないといえる。②については，例えば，Q統計量や偏
　相関係数などを使って調べることができる。
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に適切な値を与えられない場合は，以下で説明するStep　4を行う必要がある。
　Step　4：Step　3のあと，　TをT＋1にアップデートして，　Step　lからStep　3を行う。次に
（y，）T＋1と（y‘）Tを求解期間（t＝1，＿，T）に関して比較する。ここで，（y，）τ＋，は求解期間を
T＋iとしたときに上の解法を適用することで得られた内生変数の値を表す。もし両者がある基
準の下で一致すれば，このステップは終了である。そうでなければ，このステップをT＋1を
T＋2にアップデートして繰り返す。この繰り返しをType　III　iterationとする。
3．適用例　新古典派成長モデルの実証分析
　ここでは，上の解法を使った簡単な分析を紹介する。この例の目的は，新古典派的成長モデル
を作り，それが日本経済を説明できるかどうかについて考察することである（6）。対象とする期間
は1991年第1四半期から2003年第4四半期とする。モデルの設定は以下のとおりである。
　家　計
　　　　　　　　　　　　　　騨L亀磨］・・＜β＜1
　　　　　　　　　　　　　　∫．t．　F，＋1－（1＋r，）Ft＋ωrc，
企　業
maxア（k‘）－r，　kt一ω，
ε。t．ア（んρ≡atk7
　9ご＝tren（ち十α‘ （2）
　F：金融資産，c：消費支出，　y：産出，　k：資本ストック，　g：技術水準，δ：資本減耗率，
trend：技術水準のトレンド，α：1階の自己回帰過程に従う技術ショック
　なお，変数は実質表示で一人当たりの量であるω。この設定の下，経済の均衡は以下のように
表される。
　一般均衡
　　　　　　　　　　　　　　　　　　f（k‘）＝9，kll　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　rt＝α9、　k9－1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）
　　　　　　　　　　　　　　　　　Wt＝f（k，）－rt　kt　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）
　　　　　　　　　　　　　　　　k‘＋1＝（1一δ）k，一トit　　　　　　　　　　　　　　　　（6）
　　　　　　　　　　　　　　　　it＝f（ん，）－Ct－9∫－nXt　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）
（6）　計量モデルでいうファイナルテストを行う。
（7）　実際にはマンアワーべ一スである。
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　　CtNγ＝βEt［（1一δ＋αyt＋1ん潔1）c潮］
　　　　　　　9，＝trendt十at
　　　　　　　αt＝ξα‘＿1＋εt
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（8）
（9）
（10）
　ここで，iは設備投資を示し，貯蓄から決まるものとする。また，εtは独立同一分布な確率変
数とし，正規分布に従うものとする。なお，政府支出gと純輸出nxは外生とする。この簡単な
モデルにおいては，h＝1，　k＝＝5，1＝1，　y，＝［y‘，　h，＋1，　Ct，　g，，　Vt］t，　Xt＝［k，］，Zt＝［αt］である。
ここで，Vtは以下のように定義される⑧。
　　　　　　　　　　　　　　　　Vt≡（1一δ＋α〃κ1）・ドγ　　　　　　　（11）
　前述したように，家計の目的関数は2次関数ではないため，ここで構築したモデルにおいては
確実性等価は成立せず，EP法が適用できないことに注意されたい。
　カリブレーション
　上のモデルのカリブレーションは以下のとおりである。まず，資本分配率と資本減耗率につい
ては日本経済の分析にとって慣例的な値であるα＝0．3，δ＝0．02を用いた。（9），（10）式のパ
ラメータについては以下のように推計することによって求めた。先に決めた資本分配率と資本減
耗率を用いて，国民経済計算（93SNA）および総務省の各種データからソロー残差を求める。
次に，以下で推計した線形トレンドをソロー残差から除き技術ショックを計算する。
trendt＝0．0570一ト0．0002＊t （12）
その後，技術ショックから（10）式が以下のように推計された。
at＝0．6689a‘＿1 （13）
　他のパラメータについては，β＝0．98，γ＝0．5とした。これらのパラメータはモデルが現実の
値に近い結果を出せるように選んだ。
　結　果
　図1は消費，産出，資本ストックの実績値（actual）とシミュレーション値（model）をプロッ
トしたものである（9）。各変数は注（6）にあるように就業者数x労働時間で除したマンアワーベー
スとなっている。図を見てわかるように，産出，資本ストックにおける現実との整合性は定性的
には概ね良好だが，量的には過剰推定されてしまっている。消費については定性的にも定量的に
もあまり現実の値をトレースできていない。さらに，シミュレーション値が実績値をなるべく説
（8）Vtは注（1）に従えばFL変数と呼ばれる。
（9）　計算はMatlabを用いて行った。プログラムについては補論を参照されたい。
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図1　実績値とモデル予測値
明できるように選ばれたパラメータである時間選好率は通常考えられているよりも大きく，実際
の値としてはあまりリーズナブルなものではない。設備投資の内生化を含めて何らかのモデルの
拡張が必要といえよう。
　図2はvの予測誤差をプロットしたものである。2節のアルゴリズムはこれが合理的期待の誤
差としての特性を満たすものであれば終了することになる。表は左の列から順に予測誤差の自己
相関（AC），偏自己係数（PAC），　Q統計量（Q－Stat）とそのp値を示したものである。この表
（147）
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2 3
表　予測誤差のQ統計量と自己・偏自己相関係数
lag 、4C PAC Q－s‘α’ Prob
1 0，027 0ρ27 0．0397 0，842
2 0，056 0，056 0．2176 0，897
3 0，235 0，233 3．3804 0，337
4 一〇．008 一〇．021 3．3842 0，496
5 一〇．028 一〇．055 3．4301 0，634
6 0，211 0．17 6．1509 0，406
7 一〇，097 一〇ユ02 6．7336 0，457
8 一〇．137 一〇．15 7．9276 0，441
9 0．06 一〇．001 8．1607 0，518
10 一〇．102 一〇つ44 8．8502 0，546
を見て分かるように，予測誤差は系列相関していないことが分かる。偏りについては予測誤差を
定数回帰した場合の定数のt値は0．149であり，5％の有意水準でゼロとは異ならない。
4．おわりに
　本稿では，合理的期待を仮定した確率的な非線形FLモデルを，確実性等価や線形近似という
制約なしに解く手法について説明した。また，この手法を使った分析例として，新古典派成長モ
デルの実証分析を行った。結果については，あまり良いものを得られなかった。ただし，ここで
の分析は最も簡単なバージョンの成長モデルであったことに注意されたい。今後は，より洗練さ
れたモデルで実証を行う必要があるだろう。
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　最後に，本稿で紹介した解法は扱えるモデルが多いというメリットがある一方で，繰り返し計
算をかなりの程度行う必要があるため，モデルが複雑になるほど解を得るまでの時間を多く必要
とするというデメリットがある。このことについては，コンピュータの性能がある程度解決して
くれるとはいえ，シミュレーションをする際には注意が必要となろう。
補　論
　分析例のプログラム
　以下に3節の命析で使用したMatlab用のプログラムを記す。なお，　Step　3の段階で固定され
てしまうEo（YT＋11Ω．），この例ではE2003、4［v2。04，1］については，β一1c葡、4とオイラー方程式（8）
から適切な値を求められるので，この分析においてはStep　4は必要ない。また，以下のプログ
ラムでは，Step　3における収束条件が満たされるまで計算を繰り返すというものではなく，十
分大きな回数のType　II　iterationを行い，その後で，収束条件を確認するという手法をとって
いる。
パラメータの設定
　　beta＝0．98；割引率
　　alpha＝0．3；資本分配率
　　delta＝0．02；資本減耗率
　gamma＝0．5；相対的リスク回避度（＝代替の弾力性の逆数）
const＝0．0570；（12）式の定数項
　　tre＝O．OOO2；（12）式のトレンド係数
　　ar＝0．6689；（13）式の自己回帰係数
　　　time＝53；求解期間（＝T）
　　　mc＝100；Step　3におけるNの数
　　　ite＝1000；Type　lI　iterationの回数
変数ベクトル（あるいは行列）の作成
　　shock＝zeros（time，1）；技術ショック
　　　　　y＝zerOS（time，1）；産出
　　　　　C＝zeros（time，1）；消費
　　　　　i＝zeros（time，1）；設備投資
　　　　　k＝zeros（time，1）；資本ストック
　　　　　r＝zeros（time，1）；実質利子率
　　　v＝zeros（time＋1，1）；（11）式で定義されるン（FL変数）
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　　　　w＝zeros（time，　1）；所得
vcalc＝zeros（time＋1，　mc）；合理的期待誤差ベクトルを格納する行列（列はStep　3の各N
　　　　　　　　　　　　　　に対応している）
　　　　　so＝ones（mc，1）；要素が全て1のベクトル（ベクトルの要素の和の演算に使用）
　rn　・＝　random（‘Normall　O，0．034，　time，　mc）；技術ショック（N（O，　O．OOO5）に従う確率変数）
初期値の設定
k（1，1）＝0．221；
v（：，1）ニ1／（beta＊0．028417435＾gamma）；
vcalc（time十1，：）＝0；
外生変数ベクトル
sfix＝［O．OOO214565
0．000849734
●
?
●
0．000761412
0．001479449］；
nx＝［0．001964
0．002032
●
●
●
0．003050　，
0．003115］；
技術ショック
純輸出＋政府支出
Step　2の計算
for　j＝＝2：time
　　　　trend（j）＝const十tre＊（j）；
　　　　y（」）＝（trend（j）＋sfix（j））＊k（j－1）＾alpha；
　　　　c（j）＝（beta＊v（j＋1））＾（－1／gamma）；
　　　　r（j）＝alpha＊y（j）／k（j－1）；
　　　　w（j）＝y（j）・r（j）＊k（j・1）；
（9）式に対応
（3）　〃
（8）　〃
（4）　〃
（5）　〃
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i（j）＝w（」）＋r（j）＊k（j－1）－c（j）・nx（j）；　　　　（6）式に対応
k（j）＝（1・delta）＊k（j－1）＋i（j）；　　　　　　　　　　　　（7）　　〃
（150）
end
Step　3の計算
for　b＝1：ite　　　　　　　Type　II’iteration
kfix＝k；　　　　　　情報Ωの固定
　　for　a＝1：mc　　IV回の繰り返し計算
　　　　　for　j＝2：time
　　　　　　　　trend（」）＝const＋tre＊（j）；
　　　　　　　　y（j）＝（trend（j）＋ar＊sfix（j－1）＋rn（j，a））＊kfix（j－1）＾alpha；
　　　　　　　　c（j）＝（beta’v（j＋1））＾（－1／gamma）；
　　　　　　　　r（j）＝alpha＊y（j）／kfix（j－1）；
　　　　　　　　w（j）＝＝、y（j）・r（j）＊kfix（j・1）；
　　　　　　　　i（j）＝w（j）＋r（j）＊kfix（j・1）－c（j）－nx（j）；
　　　　　　　　k（j）＝（1－delta）＊kfix（j－1）→－i（j）；
　　　　　vcalc（j，　a）＝（1－delta＋r（j））／（c（j）＾gamma）・v（1）；　　合理的期待誤差の計算
　　　　　end
　　end
V＝VCalC＊SO／mC十V；期待値のアップデート
アップデートした期待値に基づいた解の計算
　　　　　for　j＝2：time
　　　　　　　　trend（j）＝const＋tre＊（j）；
　　　　　　　　y（j）＝（trend（j）＋sfix（j））＊k（j－1）＾alpha；
　　　　　　　　c（j）＝（beta＊v（j＋1））＾（・1／gamma）；
　　　　　　　　r（」）＝alpha＊y（j）／k（j・1）；
　　　　　　　　w（j）＝y（j）・r（j）＊k（j－1）；
　　　　　　　　i（j）＝w（j）＋r（j）＊k（j－1）－c（j）－nx（j）；
　　　　　　　　k（j）＝（1－delta）＊k（j－1）＋i（j）；
　　　　　vcalc（1，　mc）＝（1－delta＋r（j））／（c（j）＾gamma）・v（j）
　　　　　end
　　end
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